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组合计数

¡组合数学的一个重要的研究领域是组合计数, 它在算法的设计与分析
中有着重要的应用.

¡最基本的组合数学的思想和枚举的方法在古老时代就已经出现.
¡公元前6世纪的古印度外科医生妙闻已经指出可以由6个相异的味道组合出63种
相异的结果.

¡公元850年的印度数学家Mahāvīra提供了关于排列数与组合的公式,甚
至可能早在6世纪印度的数学家就对这些公式熟悉.

¡在20世纪下半叶, 组合数学成长相当快速, 甚至出现数十种新的期刊
和会议. 在某种程度上, 这样的成长是由对其他领域的连结与应用所
带动,包括代数,概率论,泛函分析和数论等.
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11.1排列与组合
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加法法则

加法法则
事件𝐴有𝑚种产生方式, 事件𝐵有𝑛种产生方式, 则事件“𝐴或𝐵”
有𝑚 + 𝑛种产生方式.
¡加法法则的使用条件是: 事件𝐴与𝐵产生的方式是不重叠的.
如果有某种产生方式既是事件𝐴的产生方式, 也是事件B的产
生方式,那么事件“𝐴或𝐵”的产生方式数不等于𝑚 + 𝑛.

¡加法法则可以推广到𝑘种事件的情况, 即: 事件𝐴!有𝑛!种产生
方式,事件𝐴"有𝑛"种产生方式,…,事件𝐴#有𝑛#种产生方式,则
事件“𝐴!或𝐴"或…𝐴#”有𝑛! + 𝑛" +⋯+ 𝑛#种产生的方式.
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加法法则

例 汽车市场有10款轿车, 7款SUV, 从市场中只购买一辆车, 有
多少种购买方式?
解 这里用到了加法原则, 如果只能买一辆车的话, 两种车只能
买一种, 两个事件是不能重叠的.因此一共10 + 7种购买方式.
例 汽车市场有10款轿车, 3款奥迪, 从市场中只购买一辆车, 有
多少种购买方式?
解 这里两种车可能是有重叠的, 例如买了A4L相当于既买了奥
迪又买了轿车,因此无法使用加法原则.
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乘法法则

乘法法则
事件𝐴有𝑚种产生方式, 事件𝐵有𝑛种产生方式, 则事件“𝐴与𝐵”
有𝑚𝑛种产生方式.
¡乘法法则的使用条件是:事件𝐴与𝐵产生的方式是相互独立的.
如果事件𝐴的产生方式和事件𝐵的产生方式是相互影响的, 那
么事件“𝐴与𝐵”的产生方式数不等于𝑚𝑛.

¡乘法法则可以推广到𝑘种事件的情况, 即: 事件𝐴!有𝑛!种产生
方式,事件𝐴"有𝑛"种产生方式,…,事件𝐴#有𝑛#种产生方式,则
事件“𝐴!与𝐴"与…𝐴#”有𝑛!𝑛"…𝑛#种产生的方式.
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乘法法则

例 11.1设𝐴, 𝐵, 𝐶是3个城市,从𝐴到𝐵有3条道路,从𝐵到𝐶有2条
道路,从𝐴直接到𝐶有4条道路,问从𝐴到𝐶有多少种不同的方式?
解将从𝐴到𝐶的道路分成两类:经过𝐵的与不经过𝐵的.把经过𝐵
的道路分成两步选择:
¡先选从𝐴到𝐵的,有3种;再选从𝐵到𝐶的,有2种,根据乘法法则,
经过𝐵的道路有3×2 = 6条.

¡而从𝐴直接到𝐶的有4条,再使用加法法则,不同的方式数是:
3×2 + 4 = 10
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乘法法则

例 一个大学生每天白天可进行的活动有上课, 运动, 社团活动会,
晚上可进行的活动有自习, 娱乐, 约会. 但是如果白天上课了, 晚上
就需要适当放松一下.那么这个大学生的一天有几种过法?
解 由于白天上课和晚上自习这两个事件不是独立的, 晚上是否上
自习与白天是否有课相关. 因此无法使用乘法法则. 需要进行分类
讨论:
¡白天不上课:白天2种过法×晚上3种过法=6种;
¡白天上课:白天1种过法×晚上2种过法=2种.
¡共计8种,小于乘法法则得到的3×3 = 9种.
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加法法则和乘法法则

¡加法法则的本质是分类选取:将所有的选法分成若干类,只能
选其中一类, 各类选法互不重叠, 分别计数每类的选法个数,
然后使用加法法则.

¡乘法法则的本质是分步选取:将选择过程分成若干步,每步都
必须要进行, 而且选择彼此独立, 分别计数每步的选择数目,
然后使用乘法法则.

¡上例中先把从𝐴到𝐶的道路根据是否经过𝐵分成两类, 对于经
过𝐵的道路再分𝐴到𝐵和𝐵到𝐶两段进行分步选取.
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计数公式

¡集合的排列与组合是不允许重复选取的基本计数模型.
定义 11.1
设𝑆是𝑛元集.
(1) 从𝑆中有序选取的𝑟个元素称为𝑆的一个𝑟排列, 𝑆的不同𝑟排
列总数记作𝑃(𝑛, 𝑟). 𝑟 = 𝑛的排列称作𝑆的全排列, 或简称为𝑆的
排列.
(2) 从𝑆中无序选取的𝑟个元素称为𝑆的一个𝑟组合, 𝑆的所有𝑟组
合的总数记作𝐶(𝑛, 𝑟).
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计数公式

定理 11.1
设𝑛, 𝑟为自然数,规定0! = 1,则

(1) 𝑃 𝑛, 𝑟 = :
$!
$&' !

𝑛 ≥ 𝑟
0 𝑛 < 𝑟

(2) 𝐶 𝑛, 𝑟 = =
( $,'
'!

𝑛 ≥ 𝑟
0 𝑛 < 𝑟
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计数公式

证明若𝑛 < 𝑟,显然不存在𝑆的𝑟排列和𝑟组合.只需要考虑𝑛 ≥ 𝑟的情况.

(1) 从𝑆中选择排列的第一个元素有𝑛种选法, 从剩下的𝑛 − 1个中选择第二个元素有
𝑛 − 1种选法.类似地,第𝑟个元素有𝑛 − 𝑟 + 1种.

每种选择之间相互独立,根据乘法法则,总选法数为

𝑃 𝑛, 𝑟 = 𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2 … 𝑛 − 𝑟 + 1 =
𝑛!

𝑛 − 𝑟 !
.

(2) 分两步构成𝑟排列, 先从𝑆中选出𝑟个元素有𝐶 𝑛, 𝑟 种方法, 然后对这𝑟个元素做全
排列有𝑟!种方法.
这两种方法之间相互独立,根据乘法法则, 𝑟排列的选法数为

𝑃 𝑛, 𝑟 = 𝐶 𝑛, 𝑟 1 𝑟!

𝐶 𝑛, 𝑟 =
𝑃 𝑛, 𝑟
𝑟!
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计数公式

推论
元素依次排成一个圆环的排列称为环排列, 𝑛元集𝑆的𝑟环排列数是𝑃(𝑛, 𝑟)/𝑟.
当𝑟 = 𝑛时, 𝑆的环排列数为(𝑛 − 1)!.
证明对于每个𝑟环排列𝑎!, 𝑎", … , 𝑎#,如果从两个相邻元素之间断开,就得到普
通的𝑟排列.
因为断开的位置有𝑟种, 𝑟个不同𝑟排列对应同一个环排列, 于是𝑟环排列数为
𝑃(𝑛, 𝑟)/𝑟.

当𝑟 = 𝑛时, 𝑆的换排列数为$ %,%
%

= %!
%
= 𝑛 − 1 !.

¡环排列的本质就是谁打头都一样, 𝑟排列中共有𝑟种不同的打头方式, 所以除
以𝑟.
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计数公式

例 11.2 (1) 10个男孩与5个女孩站成一排,如果没有女孩相邻有多少种排法?如果排
成一个圆圈且没有女孩相邻,问有多少种方法?
解分步选取.先对10个男孩做全排列𝑃(10,10).

然后再把女孩塞到男孩的间隔中,共11个位置,其中选出5个位置,方法数是𝑃(11,5).
根据乘法法则可得:

𝑃 10,10 ×𝑃 11,5 = 10!×
11!
6!

排成一个圆圈就是环排列, 先对10个男孩做环排列得𝑃(10,10)/10. 此时只有10个
间隔,其中选出5个是𝑃(10,5).根据乘法法则可得:

𝑃 10,10
10

×𝑃 10,5 = 9!×
10!
5!
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计数公式

例 11.2 (2) 从1,2, … , 300中任取3个不同的数使得其和能被3整除,
问有多少种方法?
解 将集合{1,2, … , 300}按照除以3的余数分为𝐴, 𝐵, 𝐶三个子集, 其
中

𝐴 = 3,6,9, … , 300 , 𝐵 = 1,4,7, … , 298 , 𝐶 = {2,5,8, … , 299}
若使得选出的3个数𝑖, 𝑗, 𝑘之和能被3整除,只有2种选法:
¡3个数取自同一子集:根据加法法则,方法数为3𝐶(100,3).
¡3个数分别取自不同的子集:根据乘法法则,方法数为100!.
最后再使用加法法则得到3𝐶 100,3 + 100! = 1485100.
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计数公式

例 11.3 (1) 设𝑆为3元集, 𝑆上可以定义多少个不同的二元运算和一元运算? 其中有多少个二
元运算是可交换的? 有多少个二元运算是幂等的? 有多少个二元运算是可交换并且幂等的?
解

¡ 3元集上的二元运算的运算表有9个位置, 每个位置可以选择3种值, 根据乘法法则有3! =
19683个二元运算.

¡ 一元运算表只有3个位置,于是有3" = 27个一元运算.

¡ 可交换的二元运算表除了主对角线元素之外, 其他元素关于主对角线成对称分布, 因此
能独立取值的位置只有运算表上半三角的3个位置和对角线的3个位置, 共6个位置, 于是
有3# = 729个可交换的二元运算.

¡ 幂等的二元运算表中的主对角线是确定的, 其余6个位置可以独立取值, 于是有3# = 729
个幂等的二元运算.

¡ 可交换且幂等的二元运算表中可独立选择的只剩下3个,于是有3" = 27个.
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计数公式

例 11.3 (2) 设𝑆为𝑛元集, 𝑆上可以定义多少个不同的二元运算和一元运
算? 其中有多少个二元运算是可交换的? 有多少个二元运算是幂等的?
有多少个二元运算是可交换并且幂等的?
解和(1)用相同的分析方式.

¡二元运算有𝑛!!个,一元运算有𝑛!个.

¡可交换的二元运算有𝑛!
!""("$%)! = 𝑛

"!'"
! 个.

¡幂等的二元运算有𝑛!!"!个.

¡可交换且幂等的二元运算有𝑛
"!$"
! 个.
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多重集的计数公式

定义
元素可以多次出现的集合成为多重集, 元素𝑎!出现的次数叫做它的重复度, 记作
𝑛!, 𝑛! = 0,1, … ,∞.含有𝑘种元素的多重集可记作𝑆 = {𝑛" , 𝑎", 𝑛# , 𝑎#, … , 𝑛$ , 𝑎$}.
定义 11.2
(1) 从多重集𝑆 = {𝑛" , 𝑎", 𝑛# , 𝑎#, … , 𝑛$ , 𝑎$}中有序选取的𝑟个元素称为𝑆的一个𝑟
排列,当𝑟 = 𝑛" + 𝑛# +⋯+ 𝑛$时称作𝑆的全排列,或简称为𝑆的排列.
(2) 从多重集𝑆 = {𝑛" , 𝑎", 𝑛# , 𝑎#, … , 𝑛$ , 𝑎$}中无序选取的𝑟个元素称为𝑆的一个𝑟
组合.
例 多重集𝑆" = {2 , 𝑎, 1 , 𝑏, 3 , 𝑐}, 则𝑎𝑐𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑐𝑐是𝑆"的4排列, 𝑎𝑏𝑐𝑐𝑐𝑎是𝑆"的排列.
多重集𝑆# = {∞ , 𝑎,∞ , 𝑏,∞ , 𝑐}, 则𝑎𝑎, 𝑎𝑏, 𝑎𝑐, 𝑏𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑐, 𝑐𝑐, 𝑐𝑏, 𝑐𝑎等都是𝑆#的2
排列.
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多重集的计数公式

定理 11.2 (1)
设𝑆 = {𝑛! ? 𝑎!, 𝑛" ? 𝑎", … , 𝑛# ? 𝑎#}是多重集, 若对一切𝑖 = 1,2,
… , 𝑘,有𝑛* ≥ 𝑟,则𝑆的𝑟排列数为𝑘'.
证明
每个元素的重复度至少是𝑟, 所构造𝑆的𝑟排列时每个元素在每
个位置都可以出现, 所以每个位置都𝑘种选法. 根据乘法法则,
不同的𝑟排列有𝑘'个.
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多重集的计数公式

定理 11.2 (2)

设𝑆 = {𝑛! ' 𝑎!, 𝑛" ' 𝑎", … , 𝑛# ' 𝑎#}是多重集, 若𝑛! + 𝑛" +⋯+ 𝑛# = 𝑛, 则𝑆的全排列数为 $!
$!!$"!…$#!

, 简

记为 $
$!$"…$#

.

证明分步处理.

¡ 𝑆的全排列中共有𝑛个位置,选其中的𝑛!个位置放𝑎!,有𝐶(𝑛, 𝑛!)种方法.

¡ 在剩下的𝑛 − 𝑛!个位置中放𝑛"个𝑎",有𝐶(𝑛 − 𝑛!, 𝑛")种方法.
¡ 以此类推, 在放𝑎'时, 还剩下𝑛 − 𝑛! − 𝑛" −⋯𝑛'(!个位置, 在其中放𝑛'个𝑎' , 有𝐶(𝑛 − 𝑛! − 𝑛" −
⋯𝑛'(!, 𝑛')种方法.

¡ 最后,根据乘法法则有
𝐶 𝑛, 𝑛! 𝐶 𝑛 − 𝑛!, 𝑛" …𝐶 𝑛 − 𝑛! − 𝑛" −⋯− 𝑛#(!, 𝑛#

=
𝑛!

𝑛 − 𝑛! ! 𝑛!!
(𝑛 − 𝑛!)!

𝑛 − 𝑛! − 𝑛" ! 𝑛"	!
…

𝑛 − 𝑛! − 𝑛" −⋯− 𝑛#(! !
0! 𝑛#!

=
𝑛!

𝑛!! 𝑛"! … 𝑛#!
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多重集的计数公式

例 11.5用多重集{1,1,2,3,3,4}中的数字能构成多少个不同的四位数?
解所求的4位数是多重集𝑆 = {2 + 1,1 + 2,2 + 3,1 + 4}的4排列.分两步计数
𝑆的4排列数.先给出𝑆的所有4组合,再对每个4组合求它的全排列.
𝑆的4组合列出如下:

𝐴 = 1,1,2,3 , 𝐵 = 1,1,2,4 , 𝐶 = 1,1,3,3 , 𝐷 = 1,1,3,4 ,
𝐸 = 1,2,3,3 , 𝐹 = 1,2,3,4 , 𝐺 = 1,3,3,4 , 𝐻 = 2,3,3,4 .

由定理11.2, 𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐸, 𝐺, 𝐻的全排列数都是4!/(1! 1! 2!) = 12, 𝐶的全排
列数为4!/(2! 2!) = 6, 𝐹的全排列数为4!/(1! 1! 1! 1!) = 24. 根据加法法
则12×6 + 6 + 23 = 102.
¡为什么不在𝑆上直接用定理11.2呢?
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多重集的计数公式

定理 11.3
设多重集𝑆 = {∞ 1 𝑎", ∞ 1 𝑎#, … ,∞ 1 𝑎$},则𝑆的𝑟组合数为𝐶(𝑘 + 𝑟 − 1, 𝑟).
证明
𝑆的𝑟组合数其实刚好等于方程𝑥" + 𝑥# +⋯+ 𝑥$ = 𝑟的非负整数解𝑥", 𝑥#, … , 𝑥$的个
数.针对每个解,可以构造如下01序列:

1…1 0 1…1 0 … 0 1…1

上述序列中的0把共计𝑟个1划分成𝑘组. 该01序列的全排列数就是非负整数解的个
数,也就是{(𝑘 − 1) 1 0, 𝑟 1 1}的全排列数,根据定理11.2有

𝑘 − 1 + 𝑟 !
𝑘 − 1 ! 𝑟!

= 𝐶 𝑘 + 𝑟 − 1, 𝑟 .

21
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课堂练习

由𝑚个𝐴和𝑛个𝐵构成序列, 其中𝑚, 𝑛为正整数, 𝑚 ≤ 𝑛. 如果要
求每个𝐴后面至少跟着1个𝐵,问有多少个不同的序列?
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课堂练习

由𝑚个𝐴和𝑛个𝐵构成序列, 其中𝑚, 𝑛为正整数, 𝑚 ≤ 𝑛. 如果要
求每个𝐴后面至少跟着1个𝐵,问有多少个不同的序列?
解1 先把𝐴𝐵捆绑, 放𝑚个𝐴𝐵, 只有一种方法. 然后在任两个𝐴𝐵
之间以及最前和最后的𝑚 + 1个空格中放置𝑛 −𝑚个𝐵. 每个位
置都能放任意个𝐵 , 等价于多重集𝑆 = {∞ ? 𝑎!, ∞ ? 𝑎", … ,∞ ?
𝑎+,!}的𝑛 −𝑚组合数𝐶 𝑚 + 1 + 𝑛 −𝑚 − 1, 𝑛 − 𝑚 = 𝐶(𝑛,𝑚).
解2 先放𝑛个𝐵, 只有一种方法. 然后在任两个𝐵之间以及第一
个𝐵之前的𝑛个空格中选择𝑚个位置放𝐴, 于是所求序列数是
𝐶(𝑛,𝑚).
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11.2二项式定理与多项式定理
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二项式系数

定义

组合数𝐶(𝑛, 𝑘)也叫做二项式系数,可记作 $
# .

¡关于组合数的公式不难证明以下结果:
𝑛
𝑘

=
𝑛

𝑛 − 𝑘
, 𝑛, 𝑘 ∈ 𝐍, 𝑛 ≥ 𝑘

𝑛
𝑘

=
𝑛
𝑘
𝑛 − 1
𝑘 − 1

, 𝑛, 𝑘 ∈ 𝐙,, 𝑛 ≥ 𝑘
𝑛
𝑘

=
𝑛 − 1
𝑘

+
𝑛 − 1
𝑘 − 1

, 𝑛, 𝑘 ∈ 𝐍, 𝑛 > 𝑘
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二项式定理

定理 11.4 (二项式定理)
设𝑛是正整数,对一切𝑥和𝑦有

𝑥 + 𝑦 % = 2
()*

%
𝑛
𝑘 𝑥(𝑦%+( .

二项式系数有几个重要的恒等式 (书里还有更多):

2
()*

%
𝑛
𝑘 = 2%, 𝑛 ∈ 𝐙,.

2
()*

%

−1 ( 𝑛
𝑘 = 0, 𝑛 ∈ 𝐙,.
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多项式定理

定理 11.5 (多项式定理)
设𝑛是正整数,对一切实数𝑥!, 𝑥", … , 𝑥#有

𝑥! + 𝑥" +⋯+ 𝑥# $ = K
#-.

$
𝑛

𝑛!𝑛"…𝑛#
𝑥!
$-𝑥"

$. …𝑥#
$/ ,

其中求和是对满足方程𝑛! + 𝑛" +⋯+ 𝑛# = 𝑛的一切非负整数
𝑛!, 𝑛", … , 𝑛#.
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多项式定理

证明

𝑥+ + 𝑥, +⋯+ 𝑥- .展开后是𝑘.个项 (包括相同项), 每项都是
𝑥+
.+𝑥,

., …𝑥-
.-的形式,其中𝑛+ + 𝑛, +⋯+ 𝑛- = 𝑛.

为构成𝑥+
.+𝑥,

., …𝑥-
.-, 需要在𝑛中选𝑛+个𝑥+, 然后在剩下的𝑛 − 𝑛+中

选𝑛,个𝑥,,以此类推最后在𝑛 − 𝑛+ − 𝑛, −⋯− 𝑛-/+中选择𝑛-个𝑥-.

因此𝑥+
.+𝑥,

., …𝑥-
.-的系数是

𝑛
𝑛+𝑛,…𝑛-
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多项式系数

¡二项式定理是多项式定理𝑘 = 2时的特殊情况. 类似于二项式
系数,可以把多项式定理中的系数 $

$-$.…$/
叫做多项式系数.

¡二项式系数是组合数𝐶(𝑛, 𝑘) , 而多项式系数是多重集𝑆 =
{𝑛! ? 𝑎!, 𝑛" ? 𝑎", … , 𝑛# ? 𝑎#}的全排列数.
例 11.6求 2𝑥! − 3𝑥" + 5𝑥0 1中𝑥!0𝑥"𝑥0"项的系数.
解

6
3 ? 1 ? 2

? 20 ? −3 ? 5" =
6! ? 8 ? −3 ? 25

3! ? 1! ? 2!
= −36000.
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作业

¡与下一章一起做.
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谢谢

有问题欢迎随时跟我讨论
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